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＜要約＞
Galeは，一定の成長率で増加する世代が重複していく経済における純粋交換の効率性
とその動学を検討した。後に，世代重複モデルと呼ばれる理論枠組の先駆を成す作業であっ
た。
しかるに，世代重複経済モデルは，１つには，国債その他の形態の資産，さらに，遺贈，
贈与を含む経済の効率性の議論のための枠組として，もう１つは，動的経路の（不）安定性
ないし振動性・循環性の議論のための枠組として適用されていくことになる。
予測不能な外的ショックに起因する動的経済の変動とは別に，かかるショックが作用し
ない確定的動的経済において，カオスと呼ばれる変動が生じ得る。
（非線型）動的経済体系のカオス的行動としての周期的行動の分析は，［Sarkovskii定理］，
［Li＝Yorke定理］の適用を通じて発展化をみた。
以下では，まず，２期間生存する若年期，老年期のライフ・サイクルをもち，それぞれ
の期における消費に至福点が存在する文脈の中で，選択対象となる資産の価格経路が周期
解をもつ可能性をみる。かかる至福点の存在は，贈与を構成する要因の１つに位置づける
こともできる。
次に，２期間生存する世代が重複していく経済の文脈の中で，各世代が次世代に対する
利他的な遺贈行為を展開する遷移的経済において，各世代の代表的個人の消費の時間経路
が周期解をもつ可能性をみる。
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序学術用語としての「カオス」（chaos）は，１９７４年に数理生態学者 R. M. May〔１２〕によって最初
に用いられたごとくであるが，広く定着化するようになったのは１９７５年の Li＝Yorke〔１１〕に用い
られてからである。
しかるに，その基本アイディアは，当時ソ連邦ウクライナ共和国のキエフの Sarkovskii〔１９〕が
１９６４年に定理化したそれであったが，Li＝Yorke, op. cit.,の刊行以前には西側数学者の知るところ
となっていなかった。（厳密な証明は，１９８６年の Devaney〔６〕まで待たなければならなかった。）
Li＝Yorkeの議論は，一次元（one−dimensional）ケースに限定され，３周期解が存在すれば，す
べての自然数 m を周期とする周期解が存在するというもので Sarkovskii定理に対応する。同作業
が“period three equals chaos”と命名され，そこでの帰結としての Li＝Yorke定理が Sarkovskii
定理の系（corollary）と位置づけられる所以である。
Li＝Yorkeの議論は，カオス的動学（chaotic dynamics）への発展化をみるが，カオス的動学（遡
れば，「カオス」自体）の定義をめぐって，カ

オ

ス

ないし分

岐

が生じている。（Li＝Yorke定理を支
持するカオス的動学の立場として，例えば，Day〔５〕参照。）
ところで，Gale〔９〕は，一定の成長率で増加する世代重複的な主体間での純粋交換のあり方と
その動学を検討した。（未だ，世代重複（overlapping generations）なる用語は登場していない。）
それに先立つ１９５８年における Samuelson〔１８〕の純粋「消費ローン」モデル（pure ‘consumption−loan’
model）は，Meckling〔１４〕，Cass＝Yaari〔４〕，Diamond〔７〕，Thompson〔２３〕，Shell〔２０〕，Starret
〔２２〕等の同調者を生むが，そこでの中心的関心は，世代重複から生ずる資源配分の効率性（Pareto
最適性）にあった。
世代重複経済モデルに対するもう一つの関心は，経路の不安定性ないし振動性の可能性に関する
それであった。Benhabib＝Day〔２〕は，世代間取引がネットで正であり，実現可能であっても，
カオス性を呈する可能性，すなわち，カオス的経路の発生可能性を検討した。
すでに示唆した Samuelson, op. cit.,の示唆にしたがって，Diamond, op. cit.,は，世代重複モデル
に国債（national debt）を取込み，そこでの効率性を検討した。国債その他の資産形態とは別に，
遺贈（bequest），贈与（gift）を世代重複モデルに取込む試みも重ねられた。（例えば，Drazen〔８〕，
Burbidge〔３〕，Abel〔１〕，Laitner〔１０〕，Nerlove＝Razin＝Sadka〔１５〕，O’Connell＝Zeldes〔１６〕等
参照。）
さて，本稿における我々の目的は，遺贈を含む世代重複経済における消費経路の動学をみること
にある。まず，次節では，ロジスティック函数を適用し，カオス的経路が発生する過程をみた後に，
静態的贈与モデルと構造を同じくする，ライフ・サイクル・モデル（life cycle model）の文脈の中で，
消費の至福点（bliss points）をもつときの資産価格経路のあり方をみ，［Sarkovskii定理］が妥当
する過程をみる。
第２節では，２期間生存する主体から成る世代重複経済において，各世代の老年者が次世代に利
他的動機によって残す遺贈のあり方をみた後に，前世代からの遺贈を受取る世代の消費経路のあり
方を次世代への遺贈水準を所与としたところでみ，［Li＝Yorke定理］が妥当する可能性をみる。
最後に，若干の結論的言及がなされる筈である。
なお，本稿は最終稿ではない。
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第１節 Sarkovskii 定理と資産価格経路
1．Sarkovskii定理――予備的考察
本節では，非線型経済の資産価格のカオス的行動のあり方をみる。
まず，本項では，非線型体系の周期的軌道の解明にとって中心概念を成す［Sarkovskii定理］を
概観する。１）
経済変動ないし景気循環の分析に際して２つの接近法が適用されてきた。第１は，実物景気循環
論アプローチ（real business cycle approach）である。実物循環は，選好，賦存量，土地作柄等の
変化から生じ得るとされ，確率的モデルが用意され，上の変数の変化は，予測不能な外的ショック
に起因するとされる。そこでは，外的ショックが経済に居残り，規則的波動を生み出すメカニズム
に対し主たる関心が向けられる。
第２の接近法は，サンスポット論（sunspot theories）である。サンスポットの命名は，１９世紀
に流行をみた景気循環論に因むものである。現代的サンスポット論は，確率的ショックをともなう
経済をベースとする。経済には，人々が経済変動の決定要因として重要であると考える変数群があ
り，しかも，それは十分なデータが取得可能なそれである。
個々人は，自らの行動の決定に際し，これら変数群を使用する。人々が，景気循環を引起こすと
信ずる変数群は，人々がそれに反応してしまうため，現実に循環を引起こすことになり，そこでの
経済には予測のベースとなる変数群と同一期間をもつ循環が生起する。現代的サンスポット論は，
たとえ，直接的関連がみとめられなくとも，多くの人がサンスポットが景気循環を引起したと信じ
たならば，それが現実となる可能性を示唆している。
しかるに，外的確率的ショックが作用しない確定的経済において経済変動が生じ得る。かかる経
済に適用されるモデルを解く数学は，カオス理論（chaos theory）と呼ばれるそれである。
さて，カオス理論を概観するために，原ロジスティック差分方程式
xt１＝f（xt，λ）＝λ xt（１xt），０λ４ （１）
を想定しよう。２）このとき，x は閉区間［０，１］内に位置しなければならない。この制約は，λ の値に
上限を設定する。
いま，f を最大化する x の値を求める。
f′（x）＝λ２λ x＝０ （２）
から，x＝１２がしたがう。直ちに，f


１
２

＝
λ
４となる。しかるに，x は１を越えることができないか
ら，λ は４を越えることができない。したがって，原ロジステック方程式は，０λ４に対して定
義される。
ここで，均衡点 xt１＝xt＝x＊を求めよう。
x＊＝λ x＊（１x＊） （３）
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or x＊［λ x＊（１λ）］＝０ （４）
から
x＊＝０ or x＊＝λ１
λ
（５）
がしたがう。これらの均衡解の安定性をみるために，線型近似を施せば
xt１＝f（x＊，λ）f′（x＊，λ）（xx＊） （６）
がしたがう。
しかるに，f（x＊，λ）＝０，あるいは，f（x＊，λ）＝（λ１）/λ，かつ f′（x＊，λ）＝λ２λ x＊であるから
f′（x＊，λ）＝




λ for x＊＝０
２λ for x＊＝λ１
λ
（７）
を得る。
まず，x＊＝０を考える。（６）式から，直ちに
xt１＝λ xt （８）
がしたがい，初期点 x０に対し，解
xt＝λ tx０ （９）
がしたがい，０＜λ＜１なる λ に対して安定解となる。
次に，x＊＝λ１
λ
を考える。（６）式から
xt１＝x＊（２λ）（xtx＊） （１０）
or ut１＝（２λ）ut （１１）
がしたがう。ただし，ut１＝xt１x＊，ut＝xtx＊である。直ちに，初期点 u０に対し，解
ut＝（２λ）tu０ （１２）
がしたがい，｜２λ｜＜１，ないし１＜２λ＜１，すなわち，１＜λ＜３なる λ に対し，安定解となる。
しかるに，解 x＊は，λ の値に依存する。いま，x＊（λ）と表わせば，x＊′（λ）＝１
λ
＞０，x＊″（λ）＝１
λ
＜０
がしたがい，x＊（λ）は，λ＝１から出発して λ とともに逓減的に増加する曲線を与える。
ここで，いくつかの定義を確認しておく。
いま，領域 I＝［０，１］に定義される連続函数を f とし，差分方程式 xt１＝f（xt）を考え，f を k 回反
復する写像を f kとする，すなわち
f k（x）＝f（ f k１（x）），k＝１，２，… （１３）
を定義する。このとき，x を f によって k 回反復したとき，当初の x に戻るような点，すなわち
4
x＝f k（x），x≠f j（x），j＝１，２，…，s１ （１４）
を満たす点は，k 周期解と呼ばれる。直観的には，f k（x）のグラフが xt１＝xtを満たす対角線を截る
点の x 座標が k 周期解（k−period point）と呼ばれる。
直観的に言えば，f k（x）が対角線，すなわち４５°線と交わる点の x 座標が k 周期解となる。因みに，３
周期解とは，f３（x）が xt１＝xtに交わるそれとなる。
次に，周期解の安定性は，［ f k（x）］′，すなわち，k 周期解 x＊１，x＊２，…，x＊k について
［ f k（x）］′＝f′（x＊１）f′（x＊２）…f′（x＊k ） （１５）
を計算すればよい。例えば，x＊１，x＊２を f２（x）の周期解とするとき，
｜［ f′（x）］′｜＝｜f′（x＊）f′（x＊２）｜ （１６）
がしたがい，かつ
｜f′（x＊１）f′（x＊２）｜＜１ （１７）
が満たされるならば，２周期解 x＊１，x＊２は漸近安定的（asymptotically stable）となる。他のすべての
場合についても，同様に安定性定理がしたがう。
以上の準備の下に，上のロジスティック差分方程式の周期解の性質を確かめてみよう。
いま，解 x＊＝λ１
λ
について，λ＝３の場合を想定する。直ちに，x＊＝２３，かつ（７）式から f′（x
＊＝
２
３，λ＝３）＝２３＝１がしたがい，x
＊＝２３は半安定（semistable）となる。図－1におけるごとく，f
の周期２の周期解 x，すなわち，２周期解 f２（x）が E０点で４５°線と接することから上の結果がしたが
図－1
xt１
xt１＝xt
１
f２（x）
E０
f（x）
xt０
１
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う。
また，０＜λ＝０．８＜１とすると，f（x），f２（x）のいずれも４５度線には届かず原点を共有するのみと
なり，したがって，０λ１なる λ に対し，x＊＝０がしたがう。
次に，λ＝３．４＞０と設定すると，図－2におけるごとく，f２（x）が，λ＝３の場合に比して，より急
峻な凸部分と，より深い凹部分をもち，f（x）と f２（x）が交わる点 E０＝０．７０５８８に加えて，E１，E２のさ
らなる２つの解がしたがう。このとき，E０に対応する解 x＊０において，f２′（x＊０）＝１．９６＞１がしたがう。
E０，x＊０は不安定となる。しかるに，
E１：x＊１＝０．４５１９６３ f′（x＊，λ）＝０．７６
E２：x＊２＝０．８４２１５４ f′（x＊，λ）＝０．７６
がしたがい，f２′（x＊１）＝f２′（x＊２）＝０．７６となるから，（１７）式から，E１，E２は安定的となる。このとき，
λ＝３は，一意解と２周期解とへの分割化の出発点となり，λ＝３は熊手型分岐（pitchfork bifurcation）
ないし倍周期分岐（period−doubling bifurcation）を構成する。
以上から図－3がしたがう。３）
ところで，ある体系がみせるカオス的行動（chaotic behavior）とは，当該体系が確定的なそれ
であるにも関らず，そこから生み出される規則的循環をもたないランダム行動（random behavior）
を指す。上のロジスティック差分方程式体系は，λ の値に依存して様々な均衡解をもたらす。２周
期解，３周期解，４周期解，８周期解がしたがうごとくである。
さて，上で展開された議論を背景として，非線型体系の周期的軌道（periodic orbit）の分析にとっ
て最重要な［Sarkovskii定理］の意義を概観しておこう。
いま，１から３０までの整数列を奇数，２k×奇数（k＝０，１，…），次元低下順のベキによって表現し
直す数表が表－1に示される。表現し直されない整数列に対し，Sarkovskiiは，表－2におけるごと
き順序列を適用する。このとき，Sarkovskii順序（Sarkovskii ordering）は，
図－2
xt１
xt１＝xt
１
E２
E０
E１
xt０
１
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S０S１S２…Sk……２４２３２２２１＝２２０＝１
で与えられる。ただし，ab は，順序において a は b に優先することを意味し，そこでの奇数と
は，１を除いた奇数を指す。
上の Sarkovskii順序によれば，３が最高位にあり，次に，小さい順序に（正の）奇数が並び，その
次に，それまでの奇数に２kを乗じたものが並び，最後に２のベキ解２kが大きな数から並び，２０＝
１が最低位に位置することになる。
さて，［Sarkovskii定理］は，次のごとく主張する。
［Sarkovskii定理］
閉領域 I＝［a，b］上に定義され，最初の期間 n で周期解をもつ f：I→I なる連続函数 f
を考えるとき，Sarkovskii順序において nm ならば，f は，また最初の m 期間で周期解
をもつ。
上の Sarkovskii順序の下で，周期１の解が定常解となり，それ以外で最も存在し易い周期解が２
周期解で，最も存在し難い周期解が３周期解であることになる。
項を改めて，［Sarkovskii定理］の意義をライフ・サイクル・モデルの文脈の中で確かめよう。
2．資産価格経路と Sarkovskii定理
本項では，確定的なライフ・サイクル・モデルにおける多数，非定常均衡の成立可能性と［Sarkovskii
図－3
x＊
０．８４２４５４
bifurcation point
２
３
x＊＝λ１
λ
０．４５１９６３
exchange of
stability
bifurcation value
０ λ
１ ３ ３．４
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定理］の関係をみる。４）
すでに示唆したごとく，サンスポット均衡は，確率的要因が作用する経済に最も妥当する概念で
ある。しかるに，確定的な経済の文脈の中でサンスポット均衡をもつ経済に最も近いのは，多数，
非定常均衡（multiple, nonstationary equilibria）をもつそれである。以下では，周期解をもち得る
特異な選好をもつ経済を想定する。
いま，世代 t の個人は２期間生存し，その効用函数が若年期，老年期のある特定の消費点におい
て至福点（bliss point）をもつものとする。すなわち，個人 h の効用函数は
uth＝（c０h（t）bY）２β（c１h（t１）b０）２ （１８）
で表わされるものとする。ただし，c０h（t），c１h（t１），および bY，b０は，それぞれ若年期，老年期の
消費量，至福点である。このとき，bY，b０は最適消費量であり，そこからの乖離は，その２次函数
として効用を低下させることになる。（１８）式に対応する効用曲面からしたがう無差別曲線群は，同
心円状の等高線をもつ。
ところで，上の効用函数が２財に対して定義されるものとみなせば効用局面，無差別曲線群にお
ける至福点以上の領域は，静態的視野の中で贈与（gift）の発生可能性をもつ領域である。同領域
にある消費点から財を減少させることによって至福点に近づき得る。消費点から至福点への減少化
部分が贈与を構成する。５）もし，２人の個人の一方ないし双方が相互依存的効用（interdependent
utility）をもつならば，内生的に同様の至福点が現出する。６）
さて，個人 h の若年期，老年期における初期賦存（initial endowments）が至福点以下の水準に
あるとき，上の効用函数の下で効用最大化の問題が発生する。
いま，個人 h は，若年期に初期賦存の下で，貯蓄と資産形成を行ない，その残りを消費し，老
年期に初期賦存と貯蓄（貸出）からの利息と資産評価額の合計を消費する。ただし，資産は無限に収
益をもたらし続ける無限資産（infinitely lived asset）であるものとする。例えば，土地は，その例
となる。地価評価額に加えて生産作柄の収益をもたらす可能性がある。
このとき，若年期，老年期のそれぞれの予算制約式
c０h（t）＝w０h（t）sh（t）p（t）ah（t） （１９）
c１h（t１）＝w１h（t１）（１r（t））sh（t）［p（t１）d（t１）］ah（t） （２０）
がしたがう。ただし，w０h（t），w１h（t１）は，若年期，老年期の初期賦存であり，sh（t）は貯蓄（貸出），１
r（t）は利子因子，ah（t）は無限資産量である。さらに，p（t），p（t１）は，資産価格経路を表わし，
d（t１）は資産収益率を表わす。
（１９），（２０）式から，直ちに，生涯予算制約式（lifetime budget constraint）
c０h（t） c１
h（t１）
１r（t）＝w０
h（t）w１
h（t１）
１r（t）
ah（t）p（t）
p（t１）d（t１）
１r（t）

 （２１）
がしたがう。
ところで，資産一般に対する需要 bh（t）は，資産価格と利子因子の大小に依存する。すなわち
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０ if １r（t）＞ １p（t）
bh（t）＝







∞ if １r（t）＜ １p（t）
bh＊（t） if １r（t）＝ １p（t）
がしたがう。１r（t）＞（＜）１p（t）のとき，需要量は０（∞）となり均衡たり得ず，１r（t）＝
１
p（t）が均
衡条件とならなければならない。上の関係を p（t）＝ １１r（t）と変形すれば，割引現在価値と価格の
均等化を意味し，かかる条件は，現在価値条件（present value condition）と呼ぶことができる。
しかるに，上の無限資産に対しては，現在価値は（p（t１）d（t１））/（１r（t））に相当するから
現在価値条件は
p（t）＝p（t１）d（t１）１r（t） （２２）
と表現される。（２２）式は，同時に，貸出・借入市場の均衡条件を構成している。このとき，上の生
涯予算制約式（（２１））式の最右辺は，ゼロに等しくならなければならず，生涯予算制約式は
c０h（１） c１
h（t１）
１r（t）＝w０
h（t）w１
h（t１）
１r（t） （２３）
と表現し直される。
以上から，個人 h の問題は，
max
sh（t）
uth＝（c０h（t）bY）２β（c１h（t１）b０）２
s. t. c０h（t） c１
h（t１）
１r（t）＝w０
h（t）w１
h（t１）
１r（t） （２４）
と表現される。
直ちに，上の効用最大化問題を解く貯蓄（貸出）が満たすべき１階条件
２（c０h（t）bY）２β（c１h（t１）b０）（１r（t））＝０ （２５）
がしたがう。
ここで，（２５）式の c０h（t），c１h（t１）に，（１９），（２０）式を代入し整理すれば，
s０h（t）＝
（w０h（t）bY）β［w１h（t１）（１r（t））b０］
１β（１r（t））２ （２６）
がしたがう。（２６）式は，貯蓄（貸出）函数を与えている。
しかるに，集計貯蓄（貸出）は，均衡化において，すべての期間を通じて資産価額に均等化しなけ
ればならないから，総人口 N（t），総資産量 A に対し
S０h（r（t））＝N（t）s０h（t）＝p（t）A，for all t （２７）
世代重複遺贈経済における周期解
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がしたがわなければならない。
ここで，議論の具体化のために，賦存量ベクトル（w０h（t），w１h（t１））＝（２，１），至福点ベクトル
（bY，b０）＝（２，２）と特定化しよう。７）直ちに，（２４）式は，
s０h（t）＝
βr（t）
１β（１r（t））２ （２８）
と簡単化される。
さて，ここで，p（t）を p（t１）の函数として解き
p（t）＝f（p（t１）） （２９）
で表わそう。いま，上の個人貯蓄函数（（２４）式）を集計貯蓄函数（（２６）式）に代入し，N（t）＝１００，A
＝１００と特定化し，利子因子を現在価値制約条件（（２２）式）に置き換えれば，p（t）＝f（p（t１））の函
数 f は
p（t）＝［β（p（t１）d（t１））β（p（t１）d（t１））２］
１
２ （３０）
で表わされる。ここで，簡単化のために d（t１）＝０と設定し，β＝４と特定化すれば，（３０）式は，
さらに，
p（t）＝［４（p（t１））４（p（t１））２］
１
２ （３１）
と表現し直される。（３１）式から，p（t）＝p（t１）＝p＊なる定常解は，
図－4
１
０．８
p（t）
０
０．８ １p（t１）
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p＊p
＊４５

＝０ （３２）
を満たし，p＊＝０と p＊＝０．８がしたがう。（図－4参照。）
次に，p（t）＝p（t２）（p（t）≠p（t１））なる定常均衡を探すことによって２周期循環（two−period
cycles）を探すことにする。合成函数 g２を用いれば
p（t）＝f（ f（p（t２）））＝g２（p２） （３３）
がしたがう。ベキの２は，合成函数 g２が函数 f を２回適用することによって得られる合成函数であ
ることを意味している。
このとき，p（t）＝０．８に加えて，p（t）＝p（t２）＝p＊＝０．３６８６と p（t）＝p（t２）＝p＊＝０．９６４８がし
たがう。前者の価格から出発すれば，価格の均衡時間経路は
p（１）＝０．３６８６
p（２）＝０．９６４８
p（３）＝０．３６８６
p（４）＝０．９６４８
p（５）＝０．３６８６
p（６）＝０．９６４８
…
となり，２周期循環が生ずるごとくである。（図－5参照。）
ここで，上の２周期循環が発生する過程を確かめよう。図－6において，p（１）＝０．３６８６と整合す
０．９６４８
図－5
１
０．９６４８
０．８
p（t）
０．３６８６
０
０．３６８６ ０．８ １
p（t１）
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図－6
１
０．９６４８
０．６３１４
p（t１）
p（t）
０．３６８６
１
０．０３５２ ０．３６８６ ０．６３１４ ０．９６４８
図－7
１
０．８
p（t）
０ １
p（t３）
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る p（２）の値は２つあり，p（２）＝０．９６４８と p（２）＝０．０３５２である。前者が，上の２周期循環を発生さ
せる。０．９６４８に等しい p（１）（ないし，同じ値の p（２））は，０．３６８６に等しい p（２）（ないし p（３））を結
果する。このとき，２周期循環が発生する。しかるに，０．６３１４に等しい p（２）が結果するとき，価
格経路の行方は予断し難い。
最後に，函数 f を３回適用してみよう。合成函数 g３を適用すれば
p（t）＝f（ f（ f（p（t３））））＝g３（p（t３）） （３４）
がしたがう。上と同様の手続きを適用すれば，０と０．８において定常均衡とならない p（t）＝p（t３）
＝p＊を満たす６つの p＊が存在する。（図－7参照。）
以上から，函数 f：R→R が連続で３周期解をもつならば，f は他のいかなる周期性をもつ解を
とる可能性が至福点をもつ個人の効用函数が妥当する場合について確認された。しかるに，かかる
帰結は［Sarkovskii定理］が主張する帰結である。同定理は，もし，人々がそうなることを周知，期
待するならば，任意の周期性をもつ景気循環が発生する可能性を含意するものとなる。
１）本項の議論として，Rosser, Jr.〔１７〕，Shone〔２１〕，Vialar〔２４〕等参照。
２）以下の議論は，本質的に，Shone, op. cit.,に負う。
３）最初の分岐点（bifurcation point）を安定性の交換（exchange of stability）と言う。
４）本項の議論は，本質的に，McCandless, Jr.＝Wallace〔１３〕に負う。
５）かかる至福点の存在から贈与発生可能性を説く議論は，古代ギリシャ哲学者 Aristotelesの中庸原理（principle
of moderation）に由来する。
６）効用の相互依存性から贈与発生可能性を説く議論は，キリスト教的愛（agape）に由来する。
７）この特定化は，McCandless, Jr.＝Wallace, op. cit.,に準ずる。
第２節 利他的世代重複経済と消費経路
1．世代重複経済と遺贈
本節では，２期間生存する同質な主体から成る世代重複経済において，生産のない初期賦存に拠
る純粋交換の下で各世代が次世代に対し利他的な遺贈動機をもつところでの経済の動学をみる。
本項では，純粋交換経済における次世代に対する利他的な遺贈行為のあり方をみる。
さて，有限の寿命をもつ多数の同質な主体が世代重複を展開していく人口成長率ゼロの経済を想
定し，そこでは，各世代が次世代に対し利他的（altruistic）であり遺贈（bequest）を残していく
ものとする。８）
いま，世代 t の代表的個人は，若年期に w０（t），老年期に w１（t１）の初期賦存をもつものとす
る。ここで，それぞれ時間を通じて一定であるものとし w０，w１と略記する。個人は，若年期に，w０
に加えて前世代 t１から遺贈 bt１を受け取り，貯蓄（貸出）s０（t）を行ない，残りを消費 c０（t）に充て，
老年期には，w１に加えて貯蓄（貸出）利息を受けとり，次世代 t１に遺贈 btを残し，最後の残りを
消費 c１（t１）に充てるものとする。このとき，個人の若年期，老年期のそれぞれの予算制約式
世代重複遺贈経済における周期解
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c０（t）＝w０bt１s０（t） （３５）
c１（t１）＝w１（１r（t））s０（t）bt （３６）
がしたがう。さらに，消費，遺贈に関して非負制約
c０（t），c１（t１），bt０ （３７）
を設けよう。
ここで，代表的個人の効用函数は，自らの若年期，老年期の消費に加えて，次世代が享受する割
引最大効用 Ut１＊ にも依存する利他的なそれとなるものとすれば，一般的に
Ut＝U（c０（t），c１（t１），Ut１＊ ） （３８）
で表わされる。しかるに，以下では，遷移性を想定し，分離可能な型に特定化しよう。このとき，
遷移式を成す評価函数
Vt（bt１）＝max
c０（t），bt
［u（c０（t））βu（c１（t１））］θVt１（bt） （３９）
が定義される。ただし，β は，異時点間割引因子であり，θ は，異世代間割引因子であり，さらに，
θ は遺贈が実行されるとき正の利子率を保証するものである。ここで，Abel〔１］にしたがっ
て，０＜β，θ＜１と仮定する。
以上から，個人の問題は，上の制約条件（（３５）−（３７）式）の下で，（４０）式の評価函数を解くことに
帰着する。そのためには，c１（t１），s０（t）を消去すべく制約条件（（３５），（３６）式）を遷移式に代入し，
c０（t），btについて最大化を実行すればよい。直ちに，
u′（c０（t））βu′（c１（t１））（１r（t））＝０ （４１）
βu′（c１（t１））θV′t１（bt）＝０ （４２）
がしたがう。
ここで，評価函数に包絡面定理（envelope theorem）を適用しよう。
いま，世代 t について，前世代からの遺贈 bt１に関して包絡面定理は
V′t（b１）＝u′（c０（t））
∂c０（t）
∂bt１
βu′（ct（t１））（１r（t））
∂c０（t）
∂bt１
（１r（t）） ∂bt∂bt１


θV′t１ ∂bt∂bt１
＝∂c０（t）∂bt１

u′（c０（t））βu′（ct（t１））（１r（t））


 ∂bt∂bt１

βu′（c１（t１））θV′t１

βu′（c１（t１））（１r（t）） （４３）
を導く。しかるに，（４３）式の右辺第１項の〔 〕内は（４１）式に他ならず，第２項のそれは（４２）式に
他ならず，ともにゼロを導く。さらに，再び（４１）式を考慮すれば，包絡面条件
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V′t（bt１）＝βu′（c１（t１））（１r（t））＝u′（c０（t）） （４４）
がしたがう。同様の議論は世代 t１についても妥当する。したがって，上の包絡面条件（（４４）式）
を用いれば，（４２）式は，
βu′（c１（t１））θu′（c０（t１））＝０ （４５）
を意味する。ただし，c０（t１）は，世代 t１の個人の若年期の消費であるが，定常状態において，
c０（t１）＝c０（t）となる。
さらに，非負条件（（３７））が等号で成立すれば
u′（c１（t１））＞θu′（c０（t１）） if bt＝０ （４６）
がしたがう。
さて，上の１階条件（（４１）式）は，世代 t の若年期と老年期の間の限界代替率が貯蓄（貸出）の粗収
益率と均等しなければならないことを示唆しており，bt＞０，すなわち，世代間遺贈の内点解に対
し，t１期における世代 t の老年期の消費と世代 t１の若年期の消費との間の限界代替率が世代間
割引因子と均等しなければならないことを示唆している。
以下で，利他的個人の消費の時間経路の動学をみるために，次世代への遺贈 btを所与すること
にする。このとき，所与の遺贈水準 bt＊と制約条件の下で効用を最大化する世代 t の代表的個人の
最適消費ベクトル（c０＊（t），c１＊（t１））に対し，
Ut（c０＊（t），c１＊（t１）；w０，w１，r（t），bt１，bt＊）
＝Ut＊（bt＊，w０，w１，r（t），bt１） （４７）
を満たす効用函数 Ut＊を定義しよう。Ut＊は，所与の変量に対して最大効用を与える間接効用函数
（indirect utility function）とみなすことができる。
上の（４１）式を変形すれば，均衡において，
β（１r（t））＝ u′（c０（t））u′（c１（t１）） （４８）
がしたがう。ここで，上の予算制約式（（３５），（３６）式）を生涯予算制約式
c１（t１）＝w１（１r（t））［w０c０（t）bt１］bt＊ （４９）
と変形し，さらに，（４８）式を（４９）式に代入すれば，
u′（c０（t））
u′（c１（t１））＝
β［w１c１（t１）bt＊］
c０（t）w０bt１ （５０）
がしたがう。
以下の問題は，（５０）式を c０（t）（もしくは，c１（t１））の差分方程式に帰着させることになる。まず，
所与の bt＊＞０に対し，c０＊（t）＞０，c１＊（t１）＞０（t＝１，２，…）を満たす消費の内点解が存在するも
のと仮定し，さらに，効用函数 u は厳密な凹函数で２回微分可能な増加函数であり，分離可能で
あるものと仮定する。このとき，（５０）式は，
世代重複遺贈経済における周期解
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c１（t１）＝G（c０（t）；w０，w１，bt１；bt＊） （５１）
の形に解くことができる。９）
ところで，初期賦存の集計量の成長率はゼロであるものとすると，例えば，期間 t において，経
済全体における市場均衡は，世代 t の若年者の供給（需要）と世代 t１の老年者の需要（供給）とが過
不足なく相殺される収支均等化条件，すなわち，実現可能性条件
［w０bt１c０（t）］［w１c１（t）bt１］＝０ （５２）
がしたがわなければならない。ただし，c１（t）は世代 t１の老年者の消費である。いま，（５０）式を
１期先送りすれば
［w０btc０（t１）］［w１c１（t１）bt］＝０ （５３）
or c１（t１）＝w０btc０（t１）w１bt （５４）
がしたがう。ここで，（５４）式を生涯予算制約式（（４９）式）に代入すれば
w１（１r（t））［w０bt１c０（t）］bt＝w０bt１c０（t１）w１bt （５５）
or c０（t１）＝w０bt１（１r（t））［c０（t）w０bt１］ （５６）
がしたがう。
ここで，
１
β
W（c０（t）；w０，w１，bt１；bt＊）＝
u′（c０（t））
u′（c１（t１）） （５７）
を満たす制約付き限界代替率函数（constrained marginal rate of substitution function）を定義する。
このとき，W（・）は，個人的に最適かつ実現可能なプログラムに対し，将来消費に対する現在消費
の限界代替率を表わす。しかるに，（４８）式を想起し（５６），（５７）式を結合すれば，差分方程式
c０（t１）＝w０bt１１
β２
［w（c０（t）；w０，w１，bt１；bt＊］（c０（t）w０bt１）≡f（c０（t）） （５８）
を得る。
項を改めて，上の差分方程式（（５８）式）の動学をみてみよう。
2．遺贈下における消費経路
本項では，次世代への所与の遺贈水準の下で，代表的個人の消費の時間経路の動学をみる。
さて，個人の効用函数の形状を限定するための仮定を設けよう。１０）
まず，制約付き限界代替率函数W（・）に対し，ある消費水準 c＾１において，
１
β２
W（＾c１）＞１がしたが
うものとする。このとき，１
β２
W（＾c１）は評価点 α１を定義する。
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次に，消費水準 c＾１と w０bt１との α１，１α１による内分点 c＾２において，１
β２
W（＾c２）＞１がしたがうもの
とする。このとき，１
β２
W（＾c２）は，もう１つの評価点 α２を定義する。
最後に，消費 c＾１と w０bt１との α１α２，１α１α２による内分点 c＾３において，１
β２
W（＾c３）１がしたがうも
のとする。このとき，１
β２
W（＾c３）は，さらに，評価点 α３を定義する。
以上を整理すれば
（ i） α１＝
１
β２
W（＾c１）＞１ （５９）
（ ii） α２＝
１
β２
W（＾c２＝α１＾c１（１α１）（w０bt１））＞１ （６０）
（iii）０＜α３＝
１
β２
α１α２W（＾c３＝α１α２＾c１（１α１α２）（w０bt１））１ （６１）
を満たすような c＾１＞w０が存在するものと仮定される。かかる c＾１＞w０なる c＾１が存在するとき，個人の
効用函数は十分代替性条件（sufficient substitution condition）を満たすと言われる。（図－8参照。）
上の仮定は，図－8にみるように，無差別曲線が原点に対し深く湾曲し，十分な代替性が保証さ
れることを要請している。
さて，ここで，［Li＝Yorkeカオス定理］をみておこう。
［Li＝Yorkeカオス定理］は，前節でみた［Sarkovskii定理］の系として位置づけられる定理であ
る。
すでに示唆したごとく，累次写像（iterated map）f k（x）は，f０（x）＝x とするとき，f k（x）＝f（ f k１（x））
と定義される。さらに，f k（x）＝x，かつ f j（x）≠x（０＜j＜k）ならば，点 x は，f の下で k−周期的（k−
図－8
W（c）
α１
α２
α３
c０ c＾１ α１＾c１（１α１）（w０bt１） α１α２＾c１（１α１α２）（w０bt１）
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periodic）と呼ばれる。
このとき，［Li＝Yorkeカオス定理］は，次のごとく主張する。
［カオス定理］
R の閉区間 I＝［a，b］∈R に対し，自身の中への連続写像 f：I→I の下で差分方程式
xt１＝f（xt） （６２）
を考える。さらに，
f３（x）x＜f（x）＜f２（x） （６３）
を満たすような点 x∈I が存在するものとする。
このとき，
（ i） すべての k＝１，２，３，……に対し，すべての t の下で xt∈I を満たすような k−周期
解が存在する。
（ ii） すべての x０∈S に対し，（６２）式の解が S に留まり，さらに，
（a） すべての x，y∈S，x≠y に対し
lim
t→∞
sup｜f t（x）f t（y）｜＞０
lim
t→∞
inf｜f t（x）f t（y）｜＝０
（b） すべての周期点 x とすべての点 y∈S に対し
lim
t→∞
sup｜f t（x）f t（y）｜＞０
を満たすような不可算集合 S∈I が存在する。
上の定理の（ii）−（a）は，相異なる２点から出発する集合 S 内の経路が限りなく接近するが，再び
乖離していくことを意味している。
ところで，前項で導かれた消費経路に関する差分方程式（（５８）式）で定義された f（c０（t）；w０，bt１；
bt＊）は連続函数となる。いま，実現可能性条件 w０c０（t）w１c１（t）＝０を１期先送りすれば
［w０c０（t１）］［w１c１（t１）］＝０ （６４）
がしたがうことを想起すれば，前項の（５０），（５７）式から
β［c０（t１）w０bt１］＝ u′（c０（t））u′（c１（t１））（c０（t）w０bt１）
＝β［w１c１（１t）bt＊］＜w１ （６５）
がしたがう。ただし，最右辺の不等号は，c１（１t）＞０，bt＊＞０，０＜β＜１の仮定からしたがう。
まず，十分代替条件の（i），すなわち
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α１＝
１
β２
W（c０（t））＞１ （６６）
の場合を考える。両辺に，c０（t）w０bt１を乗ずると
（c０（t）w０bt１）１
β２
W（c０（t））＞c０（t）w０bt１ （６７）
がしたがい，さらに，両辺に w０bt１を加えると，
c０（t）＜（c０（t）w０bt１）１
β２
W（c０（t））w０bt１＝f（c０（t）） （６８）
がしたがい，c０（t）＜f（c０（t））が確かめられた。
次に，十分代替条件の（ii），すなわち
α２＝
１
β２
W（α１c０（t）（１α１）（w０bt１）＞１ （６９）
の場合を考える。（６９）式の両辺に α１（c０（t）w０bt１）を乗じ，w０bt１を加えると，
f（c０（t））＝
１
β２
W（c０（t））α１（c０（t）w０bt１）w０＝α１c０（t）（１α１）（w０bt１）
＜α１（c０（t）w０bt１）１
β２
W（α１c０（t）（１α１）（w０bt１））w０bt１
＝f（ f（c０（t））＝f２（c０（t）） （７０）
がしたがい，f（c０（t）＜f２（c０（t））が確かめられた。
最後に，f３（c０（t））＜c０（t）を確かめよう。
０＜α３＝α１α２
１
β２
W（α１α２c０（t）（１α１α２）（w０bt１））１ （７１）
の両辺に，c０（t）w０bt１を乗じ，w０bt１を加えると
c０（t）
１
β２
（c０（t）w０bt１）α１α２W（α１α２c０（t）（cα１α２）（w０bt１））w０bt１
＝１
β２
βW（B）w０bt１＝f（ f２（c０（t））＝f３（c０（t）） （７２）
がしたがい，c０（t）f３（c０（t））が確かめられた。ただし，
B＝


１
β２

	
２（c０（t）w０bt１）W（c０（t））
W

w０bt１
１
β２
（c０（t）w０bt１	W（c０（t））
である。
以上から，
f３（c０（t））c０（t）＜f（c０（t））＜f２（c０（t）） （７３）
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が確かめられ，［カオス定理］の要件が満たされ，上の差分方程式（（５８）式）は，区間 I＝（w０bt１
w１）において，カオスを発生されることが帰結される。
８）かかる想定は，永久寿命をもつ１人の主体を想定することと同値となる。
９）かかる帰結は，Benhabib＝Day, op. cit.,の Lemma１に相当する。
１０）以下の議論の手続きは，Benhabib＝Day, op. cit.,に負う。
結びにかえて
１９世紀の後半，それまでの連続性を主体とする Newton＝Laplace型の上部構造は，２方面から
の攻撃に曝されることになる。１つは，奇怪な函数ないし集合の発明，発見をともなう純粋数学か
らの攻撃であった。当初，単なる数奇の対象とみなされていた函数，集合の多くは，カオス理論，
フラクタル幾何学（fractal geometry）の基礎になっていく。
もう１つは，天体力学（celestial mechanics）の未解決問題からの攻撃であった。やがて，それ
らは，分岐理論（bifurcation theory）へと発展していく。近年の経済動学の理論的支柱をなすカオ
ス理論と分岐理論が別々の境遇から生まれたことは興味深い。
上では，カオス理論の中心定理を成す Li＝Yorke定理，そして，その母体となる Sarkovskii定理
が資産価格，個人の消費経路に対し妥当する可能性をみた。
まず，２期間生存するライフ・サイクルをもつ個人が，それぞれの期間に消費の至福点をもち，
そこからの乖離幅の２乗分だけ効用が減少していく減点経済において，資産価格が Sarkovskii定理
にしたがう周期解をもつことが確認された。
次に，２期間生存する個人から成る世代重複経済において，各世代の老年者が次世代に利他的動
機による遺贈を残していくとき，前世代からの遺贈を受け取る一方で，次世代への遺贈が所与とさ
れるところで，個人の消費経路が Li＝Yorke定理にしたがう周期解をもつことが確認された。
逆に，現世代の若年者が前世代の老年者に対し贈与（gift）を行なうとき，個人の消費経路のあ
り方を検討することは，本稿の興味深い発展化の一方向であろう。
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